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Topicos de hoje

0 Definicoes

0 Alguns estimadores estatisticos
O DistribuicOes de probabilidades
O Histogramas
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Fenomeno

0 Fendomeno aleatorio € um fendbmeno empirico
caracterizado pela propriedade que sua observacao sob
um dado conjunto de circunstancias nao leva sempre ao
mesmo resultado observado, mas a outros resultados
mantendo uma regularidade estatistica. (Parzen)

O Evento aleatorio € aquela condi¢ao cuja frequéncia de
ocorrencia aproxima-se de um valor limite estavel quando
0 numero de observacgdes tende ao infinito. (Parzen)

O Espago de descricdo amostral de um fendmeno € o
espaco das descricoes de todos os possiveis resultados
do fenbmeno. (Parzen)
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Eventos

O Formalmente, eventos sao representados por conjuntos e
podem ser definidos através das operagoes de
complemento e unides contaveis de conjuntos. O conjunto
de todos os eventos (um conjunto de conjuntos) mais as
operacOes de complemento e unides contaveis formam
uma o-algebra.

0 Definidos complemento e unido, a interseccgao €
consequéncia do Teorema de DeMorgan. Assim,
operacdes booleanas podem ser aplicadas a eventos.

AuB=AnBEBE
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Mais definicoes

0 Amostra, observacao ou instancia é a descricdo do resultado
observado de um fenébmeno aleatorio.

0 Populagao é o conjunto de objetos de interesse. O conjunto de
amostra € um subconjunto da populagéo. (Devore)

0 Uma variavel € qualquer caracteristica (associada a um valor) que
pode mudar de um objeto a outro da populagao. (Devore)

O Dados univariados, bivariados e multivariados contém
respectivamente uma, duas ou multiplas variaveis.

0 Uma variavel aleatéria € um mapa do espago amostral sobre a
reta de Borel (reta real mais os simbolos + « e -«),

O Variavel discreta é aquela cujo espago amostral € finito.
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Estatistica

O Inferéncia Estatistica consiste na generalizagao
das informacdes a respeito de uma amostra, para

a sua populacao.

0 A Probabilidade considera modelos para estimar
informacodes sobre instancias. E um processo de
deducao logica.

0 A Estatistica considera informagdes sobre

instancias pra gerar um modelo para toda a
populacao. E um processo de raciocinio indutivo.



Exercicio

0 Considere um dado de seis lados. Qual a média
esperada para jogadas desse dado?

1+24+34+4+5+6 21

O] Spoha que joguei 0 dado 5 vezes e obtive: 2, 3,
3, 6, 1, 0 que € plenamente possivel. Qual foi a
meédia amostral obtida? 9,931 6.1 .0 B
n = .1‘




Descritores de tendéncia central

O Descritores de tendéncia central buscam representar uma variavel aleatoria por
um unico valor representativo.

O  media relacionada ao centro de massa. Valores muito discrepantes tém grande
influéncia sobre a medida.

0 mediana frequéncia de valores acima € igual a frequéncia de valores abaixo. Nao
importa a posicdo desses valores, s6 se sdo maiores ou menores que a mediana.
Valores distantes nao afetam a mediana.

O  moda representa o valor mais frequente. Pode-se falar em mais de uma moda
quando ha tendéncia de frequéncia alta em valores dispares ou ha mistura de
modelos.

O  mediatriz representa o ponto central do intervalo que contém as amostras.
Depende apenas da amostra de valor minimo e da de valor maximo.



Meédia amostral

O Para amostras de tamanho n {x,; X,; ... ; X.} @ média
amostral é definida como

_ Xy +X
X = 1+2+ _ZX,

No caso de uma variavel binaria, faz-se seus valores 0 e 1.

Y — 1 se pertence a categoria
: 0 caso contririo

Neste caso a media fornece a proporcao amostral.



Mediana amostral e médias aparadas

Considere os dados ordenados. A mediana amostral x é definida por

s { 041 ¢simo valor, para n impar
X =

média dos valores de indices g e g + 1. para npar

0 Considere os dados ordenados. A média aparada consiste na
média dos elementos centrais, descartando, por exemplo, 0s
valores 10% maiores e 0s 10% menores. Quando a porcentagem
descartada se aproxima de zero, a média aparada equivale a
média, quando se aproxima de 100%, equivale a mediana.



Revisao de distancias

Definimos uma meétrica (ou distancia) como uma funcao real positiva
sobre um par de elementos do mesmo espaco p: X x X — RT que
possui as seguintes propriedades:

p(A,A) =0
p(A,B) = p(B.A)

p(A, C) < p(A, B) + p(B, C)

Quando queremos apenas uma medida de dissimilaridade para
comparar objetos, a propriedade da desigualdade triangular nao é
necessaria.



Distancias de Minkowski

Consideramos como exemplo dois pontos no espaco 3D:

X1 X2
Pi=1| y1 |ePa=| o
Z1 2o

A distancia de Minkowski é dada por

A, (P1,P2) = {/|x1 — XolP + |y1 — YalP + |21 — Zo|P

Trata-se de uma forma geral para definir distancias particularmente
iImportantes.



Distancias importantes

A distancia de Manhattan ou distancia L4 conta o numero de

quarteirdoes que separa dois pontos, andando sempre nas direcoes
dos eixos ordenados.

d, (P1,P2) = |x1 — xo| + |y1 — Vo| + |21 — 22

A distancia de Chebyshev ou distancia L., corresponde a maior
dimensao do retangulo de arestas paralelas aos eixos e que contém
os dois pontos como vertices opostos.

di..(P1.P2) = max {|x1 — xz2|, [y1 — ya|, |21 — 22|}

A distancia Euclidiana ou distancia L, corresponde ao comprimento
da reta que une os dois pontos.

di,(P1, P2) = \/(Jﬁ —X2)% + (V1 — Y2)® + (Z1 — 22)?



Algumas outras distancias

O Adistancia de Hamming de duas cadeias de bits de mesmo
comprimento corresponde ao numero de bits invertidos de uma
cadeia para outra. No caso de conjuntos corresponde ao numero
de elementos presente em A e nao-presente em B, mais 0 numero
de elementos presente em B, mas nao-presente em A.

O Distancias de edigdo entre dois objetos corresponde ao numero de
operacOes de edicdo que devem ser efetuadas para transformar um
objeto no outro. Exemplo: distancia de Levenshtein.

O A distancia de Haussdorff para conjuntos de pontos A e B
corresponde a maior distancia minima entre um ponto de A e um
ponto de B.



Descritores de minima distancia

Procuramos X que & um valor cuja distancia euclidiana aos dados
Xi.l=1...Né&minima.
Definimos uma funcao energia a minimizar.

N

E=) (X-x)

=1

A raiz quadrada foi omitida por ser uma fungao crescente em (0, +0c).
Encontramos o0 menor E igualando-se seu gradiente em funcao de x a

zero. No caso,
OE

VE_E



Igualando a zero,
N
oE _
X Z ( i)
=1
Observe que o valor que procuramos anula a soma dos desvios:

N

> (X—x)=0

i=1

Reescrevendo, obtemos

N N n
D X—D> x;i=Nx—-> xi=0
=1 =1

=1

Logo, obtemos a meédia amostral.

_ 1
X = EZ}:}

=1



A mediana como minima distancia L,

Mostramos de forma analoga que a mediana satisfaz a minimizacao
da distancia L. Desconsideramos as descontinuidades, por

simplicidade.
N
E = Z |j€r — X,'|
i=1

Derivando e igualando a zero,

DE L
-5 = > sgn(x —xj) =0
i=1
Separando o somatorio,
S 1+ 3 (-n=o

ixi=>X Fxj<<Xx

Assim, o numero de instancias maior que X deve ser igual ao numero
de instancias maiores que X.

> 1= > 1

iXxji=>X fXj<<X
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Medidas de Variabilidade ou Dispersao

O

A amplitude é a diferenca entre o maior € 0 menor valor.

A diferenca inter-quartil € a diferenca entre o quartil superior e 0
quartil inferior. Os quartis sdo valores que separam 25% dos dados.

O Avariancia e uma medida de dispersao relacionada a um modelo
de inércia da amostra. Considere os desvios em relagdo a média
amostral. X, — X

O

O somatorio dos desvios € nulo. Para numero de elementos da
amostra n grande, a variancia e dada pela media dos quadrados
dos desvios chamada o2,

O O desvio-padrao o € a raiz-quadrada da variancia. No caso de uma
distribuicdo normal, referimo-nos ao numero de sigmas que uma
amostra esta distante da media.



Variancia e variancia amostral

Para amostras grandes a variancia e definida como:

Para numero pequeno de elementos da amostra, a variancia e dada

por:
2 DX

n—1

A diferenca acontece porque no segundo caso a discrepancia entre p
e X passa a ser relevante e o subestimaria o valor real da variancia.




Probabilidade

0 Probabilidade caracteriza um fenémeno aleatorio e
e um modelo para a frequéncia que ocorre um
evento quando se tende a um numero infinito de
experimentos, jogadas, amostras.

O Seja A um evento, entdo:
. P(4)=0
2. Se AN B =, entio P(AU B)= P(A)+ P(B).

3. Seja S o espaco amostral, entio P(S) = 1.



Outras propriedades

e P()=0.
¢ A ¢ complemento de A, entiio P(A) =1— P(4).
e Eéclaroque P(AU B)=P(A)+ P(B) - P(AnB).

Quando A N B = () dizemos que os eventos A e B sio mutuamente exclusivos.



Densidade de uma Variavel Aleatoria

0 Definimos a distribuicdo de probabilidades ou fun¢éo de densidade de
probabilidade (pdf - probability density function) sobre pontos da reta de Borel.

0 No caso de variaveis discretas, o valor da fungao de densidade de probabilidade
corresponde a freqiiéncia relativa de que o resultado de um experimento seja
igual ao argumento da funcéo.

O P(X =5) = f(5)

0 No caso de variaveis continuas, o valor da densidade de probabilidade é tal que a
integral da fungéo sobre um intervalo corresponda a frequéncia relativa do
resultado de um experimento caia dentro do intervalo.

b
g Pla<X <b) = [ f(z)dz



Distribuicao uniforme

0 Na distribuicdo uniforme discreta, cada elemento
do espaco amostral € igualmente provavel. No
caso continuo, a probabilidade € proporcional ao
tamanho do intervalo (desde que dentro do
intervalo em que a distribuicao € definida). Para
um intervalo [A;B] utilizamos a definigao:

1 A o o
fwam=| T ASz<B
| (. caso contrario
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Distribuicao de Bernoulli

Waridavel aleatoria de Bernoulli apresenta como possiveis valores O ou 1. Isto €, o espaco
amostral € binario = {0, 1}.
Distribuicidao de Bernoulli

l —a sex=10
Bern(r;, o) = ¥ se r =1
() caso contrario

Em geral utilizamos p = aeg = 1 — o
Exemplo: Quantos compradores levam monitores de CRT?

P(1)=0,2

P(0)=0,8
(soma deve ser 1)

P(z) = Bern(z;0, 2)

¢ € uma parametro, isto €, uma quantidade que define a distribuiciao dentre uma
familia de distribuicoes.
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Exemplo

Exemplo: (Devore) Quantos nascimentos até nascer um menino?

Caso contrario

P(B)=p
P{{f) 1-p
p(1) = P(B) =p
P(?)= ) [B): _
p3) = P(G)P(G)P(B) = (1
F{r}:{él_m L ‘112,3,...



Rodadas de Bernoull

0 Experimentos de Bernoulli (jogadas, rodadas,
tentativas)
n experimentos chamados tentativas;
resultado de cada experimento é sucesso S ou falha
F;
tentativas sao independentes;

probabilidade de sucesso (p) € constante de uma
tentativa para outra.
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Exemplo

Repetimos um experimento binomial de Bernoulli n vezes.
Quantas vezes foi obtido "sucesso", isto €, resposta 17
Resultados possiveis e igualmente provaveis de 3 tentativas:
555 SSF SFS SFF ESS FSF FES FEE

Agrupar por nimero de sucessos

3 | S85

2 | SSF SFS FS§

1 | SFF FSF FES

0 | FE

L] L]



Distribuicao Binomial

0 Distribuicao binomial € definida por:

P(x) = Bin(z:;n,p) = { ( - )P:“[l —p)" %, x=0,1,2,....n

0. caso contrario

u
0O Lembrando numeros binomialis

1 B /!
- r ) (n—z)!




Funcao de Densidade Acumulada

O Afuncao de densidade acumulada (cdf - cumulative density
function) € definida para variaveis discretas como

O Fz)=P(X<2)=Y_ py)

0 No caso continuo, a definicao € a seguinte:
F(zr)=P(X <) = / ply)dy

O Assim, a probabilidade de um intervalo pode ser obtida por:

N P(a < X < b) = F(b) — F(a)



CDF - Propriedades

0 Os casos continuos e discretos podem ser unificados
utilizando ou fungdes impulso de Dirac ou definicdo da
integral de Lebesgue sobre espagos mensuraveis
(incluindo sigma-algebras).

F(—o0) =0

A F(+0c) =1 grescente.
A cdf é diferenciavel a direita
A pdf é a derivada: f(z) = F'(2)

O O O 0O 0O



Amostras aleatorias sintéticas

O

Para fins de simulagéo, se possuimos um gerador de numeros pseudo-aleatorios
entre 0 e 1 (exclusive) e com distribuicdo uniforme, podemos utilizar a cdf para
obter numeros aleatorios sorteados de acordo com uma determinada distribuicao
de probabilidades.

Se F € a cdf da distribuicdo de que queremos obter amostras, entao a
probabilidade de obtermos um valor no intervalo (a; b) €

F(b)-F(a). Como F varia de 0 a 1, assim como 0 nosso gerador de numeros
aleatdrios, e é crescente, entdo se obtivermos um valor sorteado uniformemente
entre F(a) e F(b) podemos considerar como um valor no intervalo (a; b) sorteado
de acordo com a distribuicao almejada.

Assim, basta sortear uniformemente um valor x entre 0 e 1 e aplicar a inversa da
cdf:

y=F"!(z)



Mediana e quantis populacionais pela
CDF

0 A mediana de uma distribuigao corresponde ao
valor que separa 50% da probabilidade, assim:

7 = F~1(50%)

0 Da mesma forma qualquer quantil (quartis ou
percentis) podem ser obtidos.



Graficos

O Ha trés tipos de graficos mais importantes para
descrever uma ou mais variaveis aleatorias.
Histogramas
Diagramas de disperséao (scatterplots ou scattergrams)
Boxplots
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Construcao do histograma

O A construcao do histograma de uma variavel
(dadas varias observagdes) compreende a
particao do espago em um conjunto de classes e
plotar o numero de ocorréncias ou a frequéncia
relativa de um valor dentro de cada particao.

0 FenOmeno: jogar pares de dados e obter a soma.

o Valores obtidos: 971071088556 7788410
79118



Histograma

O Para particoes
de mesmo ‘
tamanho, a
altura do :l
retangulo é
proporcional & <
freqliéncia '1
relativa.




Variacoes do histograma

O Particoes ndo uniformes 25 E-goe wumor
20 b
2 - =l
E \ 5 | 1 '
5-!__ |
O+ | :
20 22 24 26 28 30 3
Class interval

The histogram is probably the most
widely used application of an area
column graph. In a histogram, as
the width of a column is expanded
to cover a broader class interval,
the height is changed accordingly.




Escala de densidade

O

O certo seria utilizar uma escala
baseada na area do retangulo, de
forma que esta represente a
densidade dos pontos.

Para particdes uniformes, isso ja é
verdade. Para particdes nao-
uniformes, devemos calcular a
altura do retangulo para que a sua
area seja proporcional a frequéncia
relativa correspondente.

Essa a chamada de escala de
densidade.

o No caso em que as partiches nao
sao uniformes, a altura do retangulo
deve representar a densidade e
pode ser calculada da seguinte
maneira:

altura do retangulo =

freq relativa da classe / largura da classe
O onde

freq relativa de um valor =

ocorréncias do valor / numero de observ



Box-plot

Original box plot designations
This diagram 1llustrates how key points were designated on the original box symbols.

A g C D - F
=C-3.0XH =C-15XH ' Median =D+15XH =D+30XH
J I i | i I I
I I | |
x k1 0 ee [ 4 '8 o 0 k%
‘H, ,e” 4 b | ‘:‘H | x
B STle——p ‘\./
Different symbols indicate ~/ H=Hspread \ . Different symbols indicate
the ranges in which outlying Low hinge | High hinge | . the ranges in which outlying
data points are located. (equaltothe median  (equaltothe median '\ data points are located
v of the data elements  of the dataelements |
The smallest data point between the lowest between the highest  The largest data point
between the low hinge and a  value in the data set value in the data set  between the high hinge and a
value equal to the low hinge  and the median of and the median of  value equal to the high hinge

minus 1.5 times the Hspread  the entire data set) the entire data sef)  plus 1.5 times the Hspread



Esperanca

O Esperanca é o valor médio esperado de uma
variavel aleatoria.

E(z)= ) z-p(2)
el

0 No caso continuo:

+ oo
E(x) = / r - plz)dx
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Trata-se do somatorio da série harmOnica que ndo
converge. Dessa forma, a média

Exe m p I os nao € uma boa medida para caracterizar esse tipo

de distribuigao.

0 Criangas sao dlstrlbwdas na escala Apgar de 0 a 10.

Apgar 0 1 52 3 4 5 6 7 8 9 10
%o 0,002 | 0,001 !D.[JDZ 0,005 | 0,02 | 0,04 | 0,18 | 0,37 | 0,25 | 0,12 | 0,01

E(x)=p=0-0,002+1-0,001+...+10-0,01 =7,15
O X é o numero de entrevistas pelas quais um estudante
passa antes de conseguir um emprego.

p(x) = ?Lr r—1.23..
Pt = (0 caso cmntrarn::

kétalque > "7 | —,; = 1 e ndo precisa ser calculado (basta ver que € finito).




Esperanca de uma funcao

0 Definicao:

E[f(z)] = / f(z)p(z)dz

Jxel)

0 Propriedade de operador linear

ElaX + 0] =aE[X] + b



Variancia da distribuicao

O Seja M o valor médio esperado dado por u=E(x)

0 A variancia € o valor esperado pelo quadrado dos

desvios:
Var(z) = E[(z — pu)?]

F -

0 Outras formulas que podem ser utilizadas para
obter a variancia:

Var(z) = / (r — p)?p(z)dr = E[z?] — E[x]?
JxelD



Momentos Estatisticos

0 Além da média e variancia, € possivel definir
descritores de ordem mais alta da distribuicao.

O momento de ordem n é definido como a
esperanca de x".

O

O m0 =E(xY) = E(1) = [p(z)de =
0 m'=E(x)=
O m2 = (xz)
o md=E(x°)



Momentos Centrais

0 A partir dos momentos de ordem 2, podem-se
utilizar momentos baseados nos desvios em
relacdao a média. Esses sdo momentos centrais.

pe = E[(z — p)’] = 0*

ps = Ef(z — p)°]



Obliquidade e Curtose

O

O

Duas medidas importantes para caracterizar uma distribuicdo ndo-normal sdo os
coeficientes de skewness e de kurtosis. No caso do skewness, coeficiente
proximo de zero significa simetria, caso contrario, uma tendéncia a esquerda para
numeros negativos e, a direita para numeros positivos.

3
skewness = —

H
A kurtosis mede a concentragao proxima a média (ou pico). No caso da

normalidade, o valor € 3. Menos que 3, a distribuicao é mais achatada chamada
platykurtic. Maior que 3, o pico € mais acentuado e a distribuicao é chamada

b3

leptokurtic. ,
kurtosis = ’u—;
I3
i
kurtosis = ’L—'i — 23

7
H3
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Desigualdades interessantes sobre

momentos
Desigualdade de Chebyshev se aplica a qualquer distribuigéio.

iy

T
P(l X —p|>2a) < >

Uma interpretacdo pode ser obtida para a = ko

P(|X —p| = o) 5%
A probabilidade do valor de X cair numa distincia maior ou igual a k desvios-padrio
da média € de no maximo fg [sso para qualquer tipo de distribuicio. Para 3 sigmas,
a probabilidade € menor ou igual a 1/9. Para 6 sigmas, a probabilidade ¢ no maximo
1/36 ou 2,7%.
Desigualdade de Markov se aplica a varidveis ndo-negativas.

P(X >a) < E

i
a

Em ambos os casos, a = (.



Entropia

A entropia € uma medida da aleatoriedade de uma distribuicio, definida como

1 .
HX)=F [111 P{X}] = —LEDP{I} Inp(z)dz

Se o logaritmo for na base 2, a unidade de medida € o bit. (Para In, diz-se que € o
nit).

Verificar que lim,_.q zlnz = 0.

Considere uma variavel aleatoéria de Bernoulli com probabilidade p de sucesso.
Pela definicdo de entropia (vamos utilizar log na base 2),

H(p)=—plgp—(1-p)lg(1—p)

Pelos limites, temos que

H(0)=H(1)=0

Interpretacdo: total determinismo se 100% de chance de ser 1 ou de ser (.



N2 =\ TF O\ W N G B N N W

Exemplo

Exemplo (Mitzenmacher e Upfal): Entropia de duas moedas viciadas, uma com 3/4
de probabilidade de ser coroa e outra com 7/8.

3 3 3 1.1
H(2) = _ 2162 _ 2o = 2 0.8113
(7)=—7187 118770

7 7 7 1.1
HO = Lol _ 2102 =~ 0.5436
() =585 —gleg =0

A primeira moeda € aquela que apresenta distribuicido com maior entropia. Logo,
menos se pode dizer sobre o resultado obtido antes de observa-lo.

Agora, queremos determinar p para que a entropia seja maxima.

0H (p) 1-p
W lep4le(l—p)=le—LF
o gp+lg(l—p)=Ig >

Assim, g p = lg (1 — p) que acontece quando p vale 1/2e H(1/2) = 1 bit.



Exemplo

O langcamento de uma moeda ndo-viciada tem a aleatoriedade de um bit.
Suponha uma roleta de 8 posi¢coes de probabilidade uniforme. Calcular a entropia:

1. 1\
H:SH (—glgg)za

Sdo necessarios 3 bits para codificar o resultado da roleta.



Distribuicao de maxima entropia

O

O O

O O

Encontrar a distribuicdo de maxima entropia consiste em
determinar a pdf p(x) que maximiza H sob as restricbes que regram
as pdfs. Assim, procura-se maximizar:

H = —IL}J[I}IH;}(IHI

/ plz)dr =1
J D

Vamos procurar a pdf de maxima entropia, dado que conhecemos a
média e a variancia. As restricdes sao:

00 4o
o= / rp(z)dz,o? = / (2 — p)*p(z)dz

- of — O

Sujeito a:



Continuacao

0o Formulando com multiplicadores de Lagrange, o
novo funcional a minimizar €

—f_ p(z) Inp(x)dr+

M (f_ p(z)dr — 1)

Ao ( [7 xp(z)de —ru)

M [0 (2 — p)?p(z)dz — r:rﬂ)



Continuacao

0 Derivando em funcao de p e igualando a zero,
obtemos que

L]

O Substituindo p(x) nas restricdes, determinamos os
multiplicadores.

n plz) =

v 2ol



A Distribuicao Gaussiana (ou Normal)

Para média p e variincia o, a distribuicio normal é definida pela expressao:

) 1 _(z—pm)?
N (:f:,rhs,::rzj — e 30T
Vv 2mo?

O Para média zero e variancia unitaria (e desvio-
padrao), definimos a distribuicao normal padrao:

1 EE
EXP ——

2y =N(z:0.1) =
p(z) ( ) Vo 5




Padronizacao da normal

0 A funcao cumulativa de densidade da normal
padrao é baseada na funcao de erro:

P(z) = / N(y;0,1)dy

0 Qualquer distribuicdo normal pode ser
padronizada utilizando a transformacao linear:

X —pu

a

7 =




Propriedade dos desvio-padrao da
distribuicao normal

0 A probabilidade de uma amostra ser obtida dentro
de 1 desvio-padrao da média € dada por:

- {I}{l} _-:I:-[_lj

O Vamos tabelar para alguns desvios-padrao de

distancia k| dentrode ko | fora Chébyshea-’ 1/k?
0,6826 0,3173 I

1

2 0,9545 0,0455 0,25
3 0,9973 0,0027 0,1111
6 0,9999 0,2e-8 0,0278




Esperanca e variancia da binomial

O A esperanca e a variancia de uma distribuicao
binomial sao dadas por:

o E(x)=np

o Var(x) =np (1-p)

0 A distribuicdo binomial pode aproximar uma
normal com média np e variancia np(1-p)



